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考试年级：大 一           考试形式：闭 卷  

试卷总分: 100 分          考试时间：120 分钟   

 

一、(10分) 求数列极限 
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解：（用极限的迫敛性计算） 
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所以原极限=
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2
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解：（用定积分定义计算） 
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二、(10 分)设 )(xf 有二阶连续导数，且 4)0(,0
)(

lim
0

==
→

f
x

xf

x
，求函数极限
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解：
0 0
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x x

f x
f f x x
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= =  =  
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 = = =

−  
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从而 

0
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( )
1 ln 1

1 ( )
ln 1 lim

0 0

( )
( ) ( ) 1 ( ) (0) 1

limlim lim lim (0)
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解法 2） 

2

20 0 0

( )
1

( )

0 0

( ) ( ) 1 ( ) (0) 1
lim lim lim (0)

22 2 0 2

( ) ( )
lim 1 lim 1

e e e e ex x x
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f
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注：由条件“ )(xf 有二阶连续导数”， 2
0

( )
lim
x

f x

x→ 也可以使用两次洛必达法

则进行求解， 

2
0 0 0

( ) ( ) ( ) (0)
lim lim lim 2

2 2 2x x x

f x f x f x f

xx→ → →

  
= = = =

， 

若没有“ )(xf 二阶导数连续”的条件，只能使用一次洛必达法则，再使用二阶

导数的定义来求解。 

三、(10分)（1）计算积分 ( )
2025

0
[ ] dx x x− ，其中[ ]x 为不超过 x的最大整数． 

解： [ ]x x− 为以 1为周期的周期函数，由周期函数的定积分的性质得， 

( ) ( ) ( )
2025 1 1

0 0 0

2025
[ ] d 2025 [ ] d 2025 0 d

2
x x x x x x x x− = − = − =  

。 

解法 2） 
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+
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+
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（2）已知 2( ) arctan( 1)f x x = − ，且 (0) 0f = ，求
1

0
( )df x x ． 

解： 
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四、(10 分)甜品师制作了一个独特的巧克力塔，将曲线 , [1,4]y x x=  绕 x 轴

旋转一周，便形成了巧克力塔的形状．单位为分米，假设巧克力的密度均匀，每

立方分米巧克力质量为 2千克． 

（1）计算该巧克力塔的表面积； 

（2）计算该巧克力塔的体积，并求出其质量． 

解：（1） 

4
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（2）该巧克力塔的体积为 

4
2

4 4
2

1 1
1

15
( ) d d ( ,

2 2

x
V x x x x


  = = = =  立方分米） 
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15

2 15
2

m


=  = . 

五、(10 分)若 )(xf 是周期为 5的连续函数，它在 0=x 的某邻域内满足关系式 

)(8)sin1(3)sin1( xxxfxf +=−−+ ， 

其中 )(x 是 0→x 时比 x高阶的无穷小，且 )(xf 在 1=x 处可导，求曲线 )(xfy =
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在点 ))6(,6( f 处的切线方程． 

解：等式两边令 0x→ ，得 (1) 3 (1) 0f f− = ，从而 (1) 0f = 。 

sin 0x  时，由原等式可得， 

(1 sin ) 3 (1 sin ) 8 ( )

sin sin

f x f x x x

x x

+ − − +
= ， 

两边令 0x→ ，得 

0 0

(1 sin ) 3 (1 sin ) 8 ( )
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sin sinx x

f x f x x x

x x



→ →

+ − − +
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又 

0 0

(1 sin ) 3 (1 sin ) (1 sin ) (1) (1 sin ) (1)
lim lim 3 ( 1)

sin sin sin

(1) 3 (1) 4 (1)

x x

f x f x f x f f x f

x x x

f f f

→ →

+ − − + − − − 
= −  − − 

  = + =

 

0 0 0

8 ( ) 8 ( ) ( )
lim lim lim 8 8 0 8

sinx x x

x x x x x

x x x

  

→ → →

+ +  
= = + = + = 

 
， 

所以 4 (1) 8f  = ，从而 (1) 2f  = 。 

由 )(xf 周期为 5，得 ( )f x 周期也为 5，从而 (6) (1) 0, (6) (1) 2,f f f f = = = =  

所求切线方程为 2( 6)y x= − 。 

 

六、（10分）设 )(xf 连续，且 
1

00

( )
lim 1 ( ) ( ) d
x

f x
g x f x t t

x→
= = ， ． 

（1）求 )(xg ； 

（2）判断 )(xg  在 0=x 处的连续性． 

解：
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( )
(0) lim ( ) lim 0,

x x

f x
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f
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−
 = = =
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当 0x  时， 
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从而当 0x  时， 2 0

1 1
( ) ( ) d ( )

x

g x f u u f x
x x

 = − + ， 

又
1

0
(0) (0) d (0)g f t f= = ，  

0
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x
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g
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−
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所以
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( ) d , 0
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1
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2
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
− 
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 =
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
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（2） 

2 00 0

0
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( ) 1
lim ( ) lim ( ) d

( ) d ( ) 1 1
1 lim 1 lim 1 (0)

2 2 2

x

x x

x

x x

f x
g x f u u
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f u u f x
g
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→ →

 
 = − 

 
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
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所以 )(xg  在 0=x 处连续。 

 

七、(10分)设 )(xf 为 R上以 T为周期的周期函数，且连续，证明： 

（1）函数
0 0

( ) ( )d ( )d
x Tx

F x f t t f t t
T

= −  是以 T为周期的周期函数． 

（2）
0 0

1 1
lim ( )d ( )d

x T

x
f t t f t t

x T→+
=  ． 

证：（1） 

0 0

0 0 0

0 0 0 0

0 0

( ) ( )d ( )d

( )d ( )d ( )d ( )d

( )d ( )d ( )d ( )d

( )d ( )d ( )

x T T

x x T T T

x

x T T T

x T

x T
F x T f t t f t t

T

x
f t t f t t f t t f t t

T

x
f t t f t t f t t f t t

T

x
f t t f t t F x

T

+

+

+
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= + − −
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 

   

   

 

 

所以， ( )F x 是以 T 为周期的周期函数。 

（2）方法 1）由 )(xf 为 R上以 T为周期的连续函数得，函数 ( )F x 为以 T为周期
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的连续函数． 从而 ( )F x 在 R上有界，故 

( )
lim 0,
x

F x

x→+
=  

0 0 0 0

( ) 1 1 1 1
lim lim ( )d ( )d lim ( )d ( )d 0

x T x T

x x x

F x
f t t f t t f t t f t t

x x T x T→+ →+ →+

 
= − = − = 

 
     

所以
0 0

1 1
lim ( )d ( )d

x T

x
f t t f t t

x T→+
=  。 

方法 2） 0, , ( 1) ,x n N nT x n T+      +使得  

记 (0 ),x nT T = +   则 

0 0 0 0
( )d ( )d ( )d ( )d ( )d

x nT nT T

nT
f t t f t t f t t n f t t f t t

 +

= + = +     ， 

从而 

0 0 0

0 0

1 1
lim ( )d lim ( )d ( )d

1 1
( )d 0 ( )d

x T

x n

T T

n
f t t f t t f t t

x nT nT

f t t f t t
T T



 →+ →+

 
= + + + 

= + =

  

 

 

八、(10分) 设矩阵

4 2 3

3 4

2 5 7

A a

b

− 
 

= − 
 − 

，其中 ,a b是实数．若线性方程组 2 0A X = 与

0AX = 不同解,计算 2a b− 的值． 

 

解：若 A可逆，则 2 0A X = 与 0AX = 均有唯一解 0，从而同解，因此 A不可逆，

从而 0A = 。 

4 2 3 4 2 1 4 0 1 4 0 1

3 4 3 1 1 1 2 0 1

2 5 7 2 5 2 2 1 2 2 1 2

4 1
4 ( 2 ) 0

2 1

A a a a a b

b b b b

a b
a b

− − − −

= − = − = − = −

− − − −

−
= − = − − − =

−

 

所以 2 4a b− = − . 

 

九、(10分)设 ,A E A− 是可逆n阶方阵，其中E 为单位矩阵，若矩阵B 满足 

1( ( ) )E E A B A−− − = ， 



  

第 7 页 共 8 页 

证明： A B E− = ． 

 

证： 1( ( ) )E E A B A−− − = ，从而 1( )B E A B A−− − = ，即有 

1( )B A E A B−− = − ， 

( )( )E A B A B− − = ， 

2B A AB A B− − + = ， 

2 0A AB A− − + = ， 

( ) 0A E B A− − + = ， 

10 0E B A A−− − + = = ， 

故 A B E− = 。 

 

十、(10 分) 给定非零实数 a及n阶反对称实矩阵 ( )TA A A= −即 ，定义矩阵有序

对集合W 为 

 ( , ) , ,n n n nW X Y X Y XY aI A =   = + ，（ I 为单位矩阵）， 

（1）任取 ( , )X Y W ，求 ( )TXY XY+ ; 

（2）证明：任取W 中两元 ( , )X Y 和 ( , )M N ，必有 0T TXN Y M+  . 

 

（1） 解： 

( ) ( ) 2 .T T TXY XY aI A aI A aI A aI A aI A aI A aI+ = + + + = + + + = + + − =  

（2）证：反证法。任取W 中两元 ( , )X Y 和 ( , )M N ，假设 0,T TXN Y M+ =  

从而有 ( ) 0, 0.
T

T T T TXN Y M N X MY+ = + =即  

又 ( , ) , ( , ) ,X Y W M N W  从而 

2 ,

2 ,

T T

T T

XY Y X aI

MN N M aI

+ =

+ =
 

由以上四个等式可得 

2 0 0
2 ,

0 2 0

T

T TT

Y N aI IX Y
a

X M aI IM N

      
= =      

      
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01
,

02

T

T TT

Y N IX Y

X M Ia M N

    
=    

    
 

从而 

 

01
,

02

T

T T T

Y N IX Y

X M Ia M N

    
=    

    
 

从而 

0,T TYY NN+ =  

可得 0, 0,Y N= = 从而 0XY = ，与 0XY aI A= +  矛盾，假设不成立。 

所以任取W 中两元 ( , )X Y 和 ( , )M N ，必有 0T TXN Y M+  . 

 


